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264 XX. Sur les groupes continus infinis et les equations differentielles 



n'est pas essentielle, au fond il vaut mieux de faire la distinction entre 
les systemes d'equations differentielles, dont la solution ne depend que 
de constantes arbitrages et les equations, dont les solutions ont une 
indetermination plus grande. 

. 

[GroBere Ausbeute liefert Nr. 14 von Paket LXIV.] 

7. Considerons un systeme d'equations differentielles en les variables 



ind^pendantes x ly . . ., x n et les variables dependantes &,..., J w et 



g upposons que la solution la plus generate j^, . . ., $ m se deduise d'une 



B olution speciale j lf . . ., j m quelconque par des formules: 







m 





definissent un groupe continu nm ou infini entre les variables 

k contiennent les quantites x lf . . ., x n 









ces grandeurs jouent le role de constants. En outre les f k contiennent 
des constants arbitraires ou des fonctions arbitraires ou des elements 
arbitraires d'un ordre encore plus eleve. Nous designons la trans- 
formation infinitesimale de notre groupe par Xf: 













m 



Maintenant on reconnait facilement que le systeme d'equations 
differentielles donne, abstraction faite de quelques cas particuliers, 
peut obtenir la forme : 
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ou les B k sont des fonctions donnees des x et les I k forment un systeme 
complet d'invariants differentielles du groupe Xf. \ 

8. Je dis maintenant que le probleme d'integration des equations 
I k B k se reduit a un nombre fini de problemes de me" me genre pour 
lesquels le groupe est simple. 



ffet supposons que le groupe X f ne soit pas simple et desig 







X'f les transforms 

BS / * sont evidemment 









d'un sousgroupe invarian 
B sousgroupe qui laisse en 





taines quantites J 1} J 2 , . . . Soit I t , I 2 , . . ., J ly J 2 



un systeme complet d'invariants du sousgroupe. Comme les X'f satis- 
font a des equations de la forme: 

XX'f-X'Xf=X'f, 

X'f designant aussi une transformation infinitesimale du sousgroupe, 
on reconnait immediatement, en faisant / = J, que les X J s'expri- 
ment en fonctions connues des a; et J. On reconnait aussi que les J 
soient determines en fonctions des x par un systeme d'equations diffe- 
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/ 





propnetes caractenst/iques aes equations 





I k = B k . Ces equations nouvelles ont la form 










_ 

les B' etant des fonctions connues des x et des U formant un systeme 
complet d'in variants differentiels du groupe qui transforme les J. 

9. Supposons que les equations U = B' soient integrees et les J 
determines en fonctions des x et de certains elements arbitraires. Alors 



les equations: 






, 

, J 



forment un nouveau systeme d'equations differentielles qui possede 
les memes proprietes caracteristiques comme le systeme I k = B k . 

i 

Nous avons done reconnu que 1'integration du systeme I k = B k> 

* t 

lorsque le groupe Xf n'est pas simple, se decompose en deux pro- 
blemes du meme caractere, dont les groupes Y/ et X'f ne contiennent 
(sit venia verbo) autant transformations que le groupe Xf. 

Notre probleme se decompose ensuite lorsque le groupe Xf n'est 
pas simple en un nombre fini de problemes analogues aux groupes 
simples. 






[Offenbar setzt Lie stillschweigend voraus, daB die invariante Untergruppe X'f in 
keiner groBeren invarianten Untergruppe steckt, denn nur dann kommt man bei der 
Zerlegung des Problems auf ein Problem derselben Art mit einfacher Gruppe. Aber diesa 
Voraussetzung ist nur bei endlichen kontinuierlichen Gruppen immer erlaubt, bei ge- 
wissen unendlichen kontinuierlichen Gruppen ist sie es nicht, wie Car tan zuerst be- 
merkt hat. Vgl. Bd. VI, S. 891, Z. 7 v.u . - 892, Z. 23.] 

10. On sait qu'on peut substituer a chaque systeme d'equations 
differentielles ordinaires une seule equation lineaire a differentielles par- 



tielles : 
















Pour ma part je substitue au probleme de 1'integration de Fequa- 
tion X f = le probleme de reduire la transformation infinite- ' 
simale Xf a la forme canonique d'une translation infinitesimale. 

C'est vrai que ces deux problemes sont a peu pres equivalents. En 
effet, si Xf prend dans les variables % 19 . . ., y la forme df : d% n , les 



quantites J 1? . . .,_]. constituent un systeme de solutions de 1'equation 



Xf = 0; d'autre part, si Ton connait un systeme de solutions de 1'equa- 
tion Xf = 0, la reduction de Xf a la forme canonique demande seule- 
ment une quadrature. Neanmoins il est en general preferable de 
substituer la reduction de Xf a sa forme canonique au probleme de 
1'integration de 1'equation Xf = 0. 
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7. Considerons un systeme d'equations differentielles en les varia 




dependantes x lt . . ., x n et les variables dependantes &, . . ., r. 
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lution la plus generale r. ' , . . . , j' se deduise d 
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lution speciale x lt . . ., r. m quelconque par des formules: 
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qui definissent un groupe continu fini ou infini entre les variables 



&t ..> * t St l m - Si les f k contiennent les quantites o^, . . ., x n 



ces grandeurs jouent le role de constants. En outre les f k contiennent 
des constants arbitrages ou des fonctions arbitraires ou des elements 



arbitraires d'un ordre encore plus eleve. Nous designons l 
formation infinitesimale de notre groupe par Xf: 




Xf = fed) fc + + fe.d) 
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Maintenant on reconnait facilement que le systeme d'equations 
differentielles donne, abstraction faite de quelques cas particuliers, 
peut obtenir la forme: 
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ou les B k sont des fonctions donnees des x et les I* forment un systeme 
complet d'in variants differentielles du groupe Xf. 

8. Je dis maintenant que le probleme d'integration des equations 
l k = B k se reduit a un nombre fini de problemes de mme genre pour 
lesquels le groupe est simple. 

En effet supposons que le groupe X f ne soit pas simple et designons 
par X'f les transformations infinitesimales d'un sousgroupe invariant. 



Alors les I k sont evidemment invariants par le sousgroupe qui laisse en 







outre invariants certaines quantites J lt J 2 , . . . Soit I l9 I 2) 

un systeme complet d'invariants du sousgroupe. Comme les X'f satis- 

font a des equations de la forme: 

XX'f - XXf 

X'f designant aussi une transformation infinitesimale du sousgroupe, 
on reconnait immediatement, en faisant / = J, que les X J s'expri- 
ment en fonctions connues des re et J. On reconnait aussi que les J 
soient determines en fonctions des x par un systeme d'equations diffe- 






